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Êîäè òà êîäóâàííÿ (Âiêiïåäiÿ)

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Ãåíåòè÷íèé êîä (Âiêiïåäiÿ)

Ãåíåòè÷íèé êîä � ïåâíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïîñëiäîâíiñòþ íóêëåîòèäiâ â ìîëåêóëi

ÄÍÊ (ìÐÍÊ) i ïîñëiäîâíiñòþ àìiíîêèñëîò â ìîëåêóëi áiëêà, ÿêà íåþ êîäó¹òüñÿ.

Öÿ ñèñòåìà ïðàâèë ðîçòàøóâàííÿ íóêëåîòèäiâ â ìîëåêóëàõ íóêëå¨íîâèõ êèñëîò

(ÄÍÊ i ÐÍÊ) íàäà¹ âñiì æèâèì îðãàíiçìàì ìîæëèâiñòü êîäóâàííÿ àìiíîêèñëîò-

íî¨ ïîñëiäîâíîñòi áiëêiâ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi íóêëåîòèäiâ.

Ó ÄÍÊ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÷îòèðè íóêëåîòèäè � àäåíií (À), ãóàíií (G), öèòîçèí

(Ñ) i òèìií (T), ÿêi â óêðà¨íîìîâíié ëiòåðàòóði òàêîæ ÷àñòî ïîçíà÷àþòüñÿ ëiòåðà-

ìè À, Ã, Ö i Ò âiäïîâiäíî. Öi áóêâè ñêëàäàþòü ¾àëôàâiò¿ ãåíåòè÷íîãî êîäó. Ó

ÐÍÊ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òi æ íóêëåîòèäè, çà âèíÿòêîì òèìiíó, ÿêèé çàìiíåíèé

ñõîæèì íóêëåîòèäîì, � óðàöèëîì, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ áóêâîþ U (àáî Ó â óêðà¨-

íîìîâíié ëiòåðàòóði). Ó ìîëåêóëàõ ÄÍÊ i ÐÍÊ íóêëåîòèäè ñêëàäàþòü ëàíöþæêè,

à îòæå, iíôîðìàöiÿ çàêîäîâàíà ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi ãåíåòè÷íèõ �ëiòåð�.
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Ãåíåòè÷íèé êîä

Êîäè áåç êîì âïåðøå çóñòði÷àþòüñÿ ñòàòòi [S.W. Golomb, D. Gordon, L.R.
Welch, Comma-free codes, Can. J. Math. 10 (1958), 202�209]. Äåÿêi ìàòåìà-
òèêè â òîé ÷àñ ââàæàëè, ùî áiîëîãi÷íèé êîä ¹ êîäîì áåç êîì (ãiïîòåçà
Êðèêà, Crick's hypothesis). Êiëüêiñòü àìiíîêèñëîò, ùî ïîÿâëÿþòüñÿ ó áië-
êàõ, ñòàíîâèòü 20. Âîíè êîäóþòüñÿ ñëîâàìè äîâæèíîþ òðè íàä àëôàâiòîì
áàçèñiâ A,C,G,U . Òåïåð ÷èñëî l3(4), ùî ¹ ìàêñèìàëüíîþ êiëüêiñòþ åëå-
ìåíòiâ ó êîäi áåç êîì (àáî êðóãîâîìó êîäi), ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ñëiâ äîâæè-
íîþ òðè íàä ÷îòèðè-ëiòåðíèì àëôàâiòîì, äîðiâíþ¹ â òî÷íîñòi 20. Íà æàëü
äëÿ ìàòåìàòèêè, ÷åðåç äåêiëüêà ðîêiâ ç ïðàöü Íiðíáåðãà (Niernberg) âèÿ-
âèëîñÿ, ùî áiîëîãi÷íèé êîä íå ¹ íàâiòü êîäîì ó ñåíñi àëãåáðà¨÷íîãî êîäó.
Äåêiëüêà òðiéîê áàçèñiâ ìîæóòü êîäóâàòè îäíó i òó æ êèñëîòó (äèâ.
ìîíîãðàôi¨ [B. Lewin, Genes V, Oxford Univ. Press, 1994] àáî [L. Stryer,
Biochemistry, Freeman, 1975]).
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Êîäóâàííÿ ãðàôàìè (Expander Graphs, Ãðàôè-ðîçøèðþâà÷i)
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Ãðàôè, ùî çîáðàæàþòüñÿ ñëîâàìè

Ïðîñòèé ãðàô G = (V,E) íàçèâà¹òüñÿ ñëîâî-çîáðàæóâàíèì (àáî
çîáðàæóâàíèé ñëîâîì), ÿêùî iñíó¹ ñëîâî w íàä àëôàâiòîì A(w) = V òàêå,
ùî ëiòåðè x é y ÷åðåäóþòüñÿ â ñëîâi w òîäi i ëèøå òîäi, êîëè xy ∈ E,
òîáòî âåðøèíè x é y çâ'ÿçàíi ðåáðîì äëÿ âñiõ x 6= y. Ó öüîìó âèïàäêó ìè
áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñëîâî w çîáðàæà¹ ãðàô G, i ñëîâî w íàçèâà¹òüñÿ a
ñëîâîì-çîáðàæåííÿì äëÿ ãðàôà G.

Ãðàôè íà ðèñ. íå ¹ ñëîâî-çîáðàæóâàíèìè.
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Ãðàôè, ùî çîáðàæàþòüñÿ ñëîâàìè

Ãðàôè íà ðèñ. ¹ ñëîâî-çîáðàæóâàíèìè. Ñïðàâäi, íàïðèêëàä, 1213423 ¹
ñëîâîì-çîáðàæåííÿì äëÿ ãðàôà M , 1234 � äëÿ ïîâíîãî ãðàôà K4, i
ñëîâîì-çîáðàæåííÿì äëÿ ãðàôà Ïåòåðñîíà ¹

1387296(10)7493541283(10)7685(10)194562.
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Àâòîìàòè

Íåõàé A � äîâiëüíèé íåïîðîæíié àëôàâiò. Àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A
ñêëàäà¹òüñÿ ç:

ìíîæèíè ñòàíiâ Q,

ïiäìíîæèíè I ⊆ Q, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ,

ïiäìíîæèíè T ⊆ Q, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ êiíöåâèõ ñòàíiâ, òà

ìíîæèíè ïåðåõîäiâ E ⊆ Q×A×Q.

Àâòîìàò ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç A = (Q, I, T ). Àâòîìàò A = (Q, I, T )
íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî ñòàíiâ Q ¹ ñêií÷åííîþ.

Øëÿõîì â àâòîìàòi A íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü c = (f1, f2, . . . , fn)
ïîñëiäîâíèõ ïåðåõîäiâ

fi = (qi, ai, qi+1), i = 1, . . . , n.

Ó öüîìó âèïàäêó öiëå ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ øëÿõó c, à ñëîâî
w = a1a2 . . . an áóäåìî íàçèâàòè ìiòêîþ øëÿõó c. Òàêîæ, ó öüîìó âèïàäêó
ìè ãîâîðèòèìåìî, ùî ñòàí q1 � ïî÷àòêîâèì ñòàíîì øëÿõó c, à ñòàí
qn+1 � êiíöåâèì ñòàíîì øëÿõó c. Íàäàëi âèùå îïèñàíèé øëÿõ
çàïèñóâàòèìåìî òàê:

c : q1
w−→ qn+1.

Çà çãîäîþ, äëÿ êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) iñíó¹ øëÿõ
äîâæèíè 0 çi ñòàíó q â q. Ìiòêîþ òàêîãî øëÿõó ¹ ïîðîæí¹ ñëîâî.
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Àâòîìàòè

Íåõàé A � äîâiëüíèé íåïîðîæíié àëôàâiò. Àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A
ñêëàäà¹òüñÿ ç:

ìíîæèíè ñòàíiâ Q,

ïiäìíîæèíè I ⊆ Q, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ,

ïiäìíîæèíè T ⊆ Q, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ êiíöåâèõ ñòàíiâ, òà

ìíîæèíè ïåðåõîäiâ E ⊆ Q×A×Q.

Àâòîìàò ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç A = (Q, I, T ). Àâòîìàò A = (Q, I, T )
íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî ñòàíiâ Q ¹ ñêií÷åííîþ.

Øëÿõîì â àâòîìàòi A íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü c = (f1, f2, . . . , fn)
ïîñëiäîâíèõ ïåðåõîäiâ

fi = (qi, ai, qi+1), i = 1, . . . , n.

Ó öüîìó âèïàäêó öiëå ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ øëÿõó c, à ñëîâî
w = a1a2 . . . an áóäåìî íàçèâàòè ìiòêîþ øëÿõó c. Òàêîæ, ó öüîìó âèïàäêó
ìè ãîâîðèòèìåìî, ùî ñòàí q1 � ïî÷àòêîâèì ñòàíîì øëÿõó c, à ñòàí
qn+1 � êiíöåâèì ñòàíîì øëÿõó c. Íàäàëi âèùå îïèñàíèé øëÿõ
çàïèñóâàòèìåìî òàê:

c : q1
w−→ qn+1.

Çà çãîäîþ, äëÿ êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) iñíó¹ øëÿõ
äîâæèíè 0 çi ñòàíó q â q. Ìiòêîþ òàêîãî øëÿõó ¹ ïîðîæí¹ ñëîâî.
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Àâòîìàòè

Øëÿõ c : i −→ t â àâòîìàòi A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ óñïiøíèì, ÿêùî i ∈ I òà

t ∈ T . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà ñëiâ ðîçïiçíóâàíà àâòîìàòîì A = (Q, I, T ) i

áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç L(A), ÿêùî âîíà ¹ ìíîæèíîþ ìiòîê óñïiøíèõ øëÿõiâ

öüîãî àâòîìàòà.

Ñòàí q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äîñòóïíèì, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ
c : i −→ q äëÿ i ∈ I i êîäîñòóïíèì, ÿêùî ñíó¹ øëÿõ c : q −→ t äëÿ t ∈ T . Àâòîìàò
íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì (îáðiçàíèì), ÿêùî êîæåí éîãî ñòàí îäíî÷àñíî ¹
äîñòóïíèì i êîäîñòóïíèì. Íåõàé P � ìíîæèíà óñiõ äîñòóïíèõ i êîäîñòóïíèõ
ñòàíiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ), i íåõàé

A0 = (Q, I ∩ P, T ∩ P ).

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò A0 ¹ âïîðÿäêîâàíèì i êðiì òîãî L(A) = L(A0).

Àâòîìàò A0 íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ (îáðiçàíîþ) ÷àñòèíîþ àâòîìàòà A.
Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà
w ∈ A∗ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕA(w) òàêå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà
A

(p, q) ∈ ϕA(w) ⇐⇒ p
w−→ q.

Ç îçíà÷åííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ϕA ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà

A∗ â ìîíî¨ä óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A. Ïiäìîíî¨ä ϕA(A
∗)

ìîíî¨äà óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì

ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ).
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Àâòîìàòè

Øëÿõ c : i −→ t â àâòîìàòi A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ óñïiøíèì, ÿêùî i ∈ I òà

t ∈ T . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà ñëiâ ðîçïiçíóâàíà àâòîìàòîì A = (Q, I, T ) i

áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç L(A), ÿêùî âîíà ¹ ìíîæèíîþ ìiòîê óñïiøíèõ øëÿõiâ

öüîãî àâòîìàòà.

Ñòàí q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äîñòóïíèì, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ
c : i −→ q äëÿ i ∈ I i êîäîñòóïíèì, ÿêùî ñíó¹ øëÿõ c : q −→ t äëÿ t ∈ T . Àâòîìàò
íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì (îáðiçàíèì), ÿêùî êîæåí éîãî ñòàí îäíî÷àñíî ¹
äîñòóïíèì i êîäîñòóïíèì. Íåõàé P � ìíîæèíà óñiõ äîñòóïíèõ i êîäîñòóïíèõ
ñòàíiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ), i íåõàé

A0 = (Q, I ∩ P, T ∩ P ).

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò A0 ¹ âïîðÿäêîâàíèì i êðiì òîãî L(A) = L(A0).

Àâòîìàò A0 íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ (îáðiçàíîþ) ÷àñòèíîþ àâòîìàòà A.
Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà
w ∈ A∗ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕA(w) òàêå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà
A

(p, q) ∈ ϕA(w) ⇐⇒ p
w−→ q.

Ç îçíà÷åííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ϕA ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà

A∗ â ìîíî¨ä óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A. Ïiäìîíî¨ä ϕA(A
∗)

ìîíî¨äà óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì

ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ).
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Àâòîìàòè

Øëÿõ c : i −→ t â àâòîìàòi A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ óñïiøíèì, ÿêùî i ∈ I òà

t ∈ T . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà ñëiâ ðîçïiçíóâàíà àâòîìàòîì A = (Q, I, T ) i

áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç L(A), ÿêùî âîíà ¹ ìíîæèíîþ ìiòîê óñïiøíèõ øëÿõiâ

öüîãî àâòîìàòà.

Ñòàí q ∈ Q àâòîìàòà A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äîñòóïíèì, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ
c : i −→ q äëÿ i ∈ I i êîäîñòóïíèì, ÿêùî ñíó¹ øëÿõ c : q −→ t äëÿ t ∈ T . Àâòîìàò
íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèì (îáðiçàíèì), ÿêùî êîæåí éîãî ñòàí îäíî÷àñíî ¹
äîñòóïíèì i êîäîñòóïíèì. Íåõàé P � ìíîæèíà óñiõ äîñòóïíèõ i êîäîñòóïíèõ
ñòàíiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ), i íåõàé

A0 = (Q, I ∩ P, T ∩ P ).

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî àâòîìàò A0 ¹ âïîðÿäêîâàíèì i êðiì òîãî L(A) = L(A0).

Àâòîìàò A0 íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ (îáðiçàíîþ) ÷àñòèíîþ àâòîìàòà A.
Íåõàé A = (Q, I, T ) � àâòîìàò íàä íåïîðîæíiì àëôàâiòîì A. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà
w ∈ A∗ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕA(w) òàêå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà
A

(p, q) ∈ ϕA(w) ⇐⇒ p
w−→ q.

Ç îçíà÷åííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ϕA ¹ ìîðôiçìîì ç âiëüíîãî ìîíî¨äà

A∗ â ìîíî¨ä óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A. Ïiäìîíî¨ä ϕA(A
∗)

ìîíî¨äà óñiõ âiäíîøåíü íà ìíîæèíi ñòàíiâ Q àâòîìàòà A íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì

ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ).
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Àâòîìàòè

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíîâàíèì, ÿêùî Card(I) = 1 i
âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ

(p, a, q), (p, a, r) ∈ E =⇒ q = r.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ∈ Q i êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî

ñòàíó q ∈ Q òàêîãî, ùî p
a−→ q. Äëÿ p ∈ Q i a ∈ A îçíà÷èìî

p · a =

{
q, ÿêùî (p, a, q) ∈ E;
∅, â iíøîìó âèïàäêó.

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç Q×A â Q, îçíà÷åíå âèùå, ìîæíà ïðîäîâæèòè äî
÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ Q×A∗ ⇀ Q (íà ìíîæèíó âñiõ ñëiâ), ïîêëàâøè p · 1 = p
äëÿ âñiõ p ∈ Q, i äëÿ w ∈ A∗ é a ∈ A òàê:

p · wa = (p · w) · a.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

p · uv = p · u · v. (1)

Âèùå îçíà÷åíå ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ (âiäîáðàæåííÿì)
ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ). Çà öèì îçíà÷åííÿì îòðèìó¹ìî, ùî I = {i} i

L(A) = {w ∈ A∗ : i · w ∈ T} .

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ñòàíó p ∈ Q òà

äîâiëüíî¨ äiòåðè a ∈ A iñíó¹ õî÷à á îäèí ñòàí q ∈ Q òàêèé, ùî p
a−→ q.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíîâàíèì, ÿêùî Card(I) = 1 i
âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ

(p, a, q), (p, a, r) ∈ E =⇒ q = r.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ñòàíó p ∈ Q i êîæíî¨ ëiòåðè a ∈ A iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî

ñòàíó q ∈ Q òàêîãî, ùî p
a−→ q. Äëÿ p ∈ Q i a ∈ A îçíà÷èìî

p · a =

{
q, ÿêùî (p, a, q) ∈ E;
∅, â iíøîìó âèïàäêó.

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ç Q×A â Q, îçíà÷åíå âèùå, ìîæíà ïðîäîâæèòè äî
÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ Q×A∗ ⇀ Q (íà ìíîæèíó âñiõ ñëiâ), ïîêëàâøè p · 1 = p
äëÿ âñiõ p ∈ Q, i äëÿ w ∈ A∗ é a ∈ A òàê:

p · wa = (p · w) · a.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ñëiâ u, v ∈ A∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

p · uv = p · u · v. (1)

Âèùå îçíà÷åíå ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ (âiäîáðàæåííÿì)
ïåðåõîäiâ àâòîìàòà A = (Q, I, T ). Çà öèì îçíà÷åííÿì îòðèìó¹ìî, ùî I = {i} i

L(A) = {w ∈ A∗ : i · w ∈ T} .

Àâòîìàò A = (Q, I, T ) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ñòàíó p ∈ Q òà

äîâiëüíî¨ äiòåðè a ∈ A iñíó¹ õî÷à á îäèí ñòàí q ∈ Q òàêèé, ùî p
a−→ q.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

Òâåðäæåííÿ

Äëÿ äîâiëüíîãî àâòîìàòà A iñíó¹ ïîâíèé äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò B òàêèé,
ùî

L(A) = L(B).

Áiëüøå òîãî, ÿêùî àâòîìàò A � ñêií÷åííèé, òî àâòîìàò B ìîæíà âèáðàòè
ñêií÷åííèì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

1

a, b

a
2

b
3

a
4

Ðèñ.: Íåäåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó ñëiâ X = {a, b}∗aba.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

1

b

a
12

a

b
13

a

a

b

14

a

Ðèñ.: Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò, ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó ñëiâ X = {a, b}∗aba.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ
êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q îçíà÷èìî

Lq = {w ∈ A∗ : q · w ∈ T} .

Äâà ñòàíè p, q ∈ Q íàçèâàþòüñÿ íåâiäîêðåìëþâàíèìè, ÿêùî Lp = Lq i
âiëîêðåìëþâàíèìè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò
íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíèì àáî ìiíiìàëüíèì, ÿêùî äîâiëüíi äâà ðiçíi éîãî ñòàíè
¹ âiäîêðåìëþâàíèìè.
Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨ä
ìíîæèíè X � öå ìîíî¨ä ïåðåõîäiâ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà A(X).

Òåîðåìà

Äëÿ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨æà A∗ íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà X ðîçïiçíà¹òüñÿ ñêií÷åííèì àâòîìàòîì;

(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(iii) ñiì'ÿ ìíîæèí u−1X, äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ A∗, ¹ ñêií÷åííîþ;

(iv) ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨äM(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(v) ìíîæèíà X ðîçïiçíàâàíà.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ
êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q îçíà÷èìî

Lq = {w ∈ A∗ : q · w ∈ T} .

Äâà ñòàíè p, q ∈ Q íàçèâàþòüñÿ íåâiäîêðåìëþâàíèìè, ÿêùî Lp = Lq i
âiëîêðåìëþâàíèìè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò
íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíèì àáî ìiíiìàëüíèì, ÿêùî äîâiëüíi äâà ðiçíi éîãî ñòàíè
¹ âiäîêðåìëþâàíèìè.
Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨ä
ìíîæèíè X � öå ìîíî¨ä ïåðåõîäiâ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà A(X).

Òåîðåìà

Äëÿ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨æà A∗ íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà X ðîçïiçíà¹òüñÿ ñêií÷åííèì àâòîìàòîì;

(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(iii) ñiì'ÿ ìíîæèí u−1X, äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ A∗, ¹ ñêií÷åííîþ;

(iv) ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨äM(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(v) ìíîæèíà X ðîçïiçíàâàíà.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Àâòîìàòè

Íåõàé A = (Q, i, T ) � äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò íàä àëôàâiòîì A. Äëÿ
êîæíîãî ñòàíó q ∈ Q îçíà÷èìî

Lq = {w ∈ A∗ : q · w ∈ T} .

Äâà ñòàíè p, q ∈ Q íàçèâàþòüñÿ íåâiäîêðåìëþâàíèìè, ÿêùî Lp = Lq i
âiëîêðåìëþâàíèìè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò
íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíèì àáî ìiíiìàëüíèì, ÿêùî äîâiëüíi äâà ðiçíi éîãî ñòàíè
¹ âiäîêðåìëþâàíèìè.
Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨ä
ìíîæèíè X � öå ìîíî¨ä ïåðåõîäiâ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà A(X).

Òåîðåìà

Äëÿ ïiäìíîæèíè X âiëüíîãî ìîíî¨æà A∗ íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà X ðîçïiçíà¹òüñÿ ñêií÷åííèì àâòîìàòîì;

(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(iii) ñiì'ÿ ìíîæèí u−1X, äëÿ äîâiëüíîãî ñëîâà u ∈ A∗, ¹ ñêií÷åííîþ;

(iv) ñèíòàêñè÷íèé ìîíî¨äM(X) ¹ ñêií÷åííèì;

(v) ìíîæèíà X ðîçïiçíàâàíà.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Íåõàé A � àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ
êîäîì íàä A, ÿêùî äëÿ âñiõ n,m > 0 òà x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
m ∈ X, ç óìîâè

x1, · · · , xn = x′1, · · · , x′m

âèïëèâà¹, ùî

n = m i xi = x′i äëÿ i = 1, . . . , n.

Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà X ¹ êîäîì, ÿêùî áóäü-ÿêå ñëîâî âiëüíîãî
ìîíî¨äà X∗ ìîæå áóòè îäíîçíà÷íî çàïèñàíî ÿê äîáóòîê ñëiâ ó àëôàâiòi X,
òîáòî ìà¹ óíiêàëüíó ôàêòîðèçàöiþ ñëîâàìè àëôàâiòó X. Çîêðåìà, êîä
íiêîëè íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî ñëîâà 1. Çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà
êîäó ¹ êîäîì. Çîêðåìà, ïîðîæíié ìíîæèíà òàêîæ êîäîì. Åëåìåíò êîäó
iíîäi íàçèâà¹òüñÿ êîäîâèì ñëîâîì.

Ïðèêëàä

Äëÿ äîâiëüíîãî àëôàâiòó A ìíîæèíà X = A ¹ êîäîì. Áiëüø çàãàëüíî,
ÿêùî p > 1 � öiëå ÷èñëî, òî X = Ap � öå êîä, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ
îäíîðiäíèì êîäîì ñëiâ äîâæèíè p.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Íåõàé A � àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ
êîäîì íàä A, ÿêùî äëÿ âñiõ n,m > 0 òà x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
m ∈ X, ç óìîâè

x1, · · · , xn = x′1, · · · , x′m

âèïëèâà¹, ùî

n = m i xi = x′i äëÿ i = 1, . . . , n.

Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà X ¹ êîäîì, ÿêùî áóäü-ÿêå ñëîâî âiëüíîãî
ìîíî¨äà X∗ ìîæå áóòè îäíîçíà÷íî çàïèñàíî ÿê äîáóòîê ñëiâ ó àëôàâiòi X,
òîáòî ìà¹ óíiêàëüíó ôàêòîðèçàöiþ ñëîâàìè àëôàâiòó X. Çîêðåìà, êîä
íiêîëè íå ìiñòèòü ïîðîæíüîãî ñëîâà 1. Çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà
êîäó ¹ êîäîì. Çîêðåìà, ïîðîæíié ìíîæèíà òàêîæ êîäîì. Åëåìåíò êîäó
iíîäi íàçèâà¹òüñÿ êîäîâèì ñëîâîì.

Ïðèêëàä

Äëÿ äîâiëüíîãî àëôàâiòó A ìíîæèíà X = A ¹ êîäîì. Áiëüø çàãàëüíî,
ÿêùî p > 1 � öiëå ÷èñëî, òî X = Ap � öå êîä, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ
îäíîðiäíèì êîäîì ñëiâ äîâæèíè p.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðèêëàä

Íàä àëôàâiòîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè a, íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ îäíîòî÷êîâîþ òà
âiäìiííîþ âiä îäèíèöi 1 âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {aa, baa, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {a, ab, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} íå ¹ êîäîì, îñêiëüêè
ñëîâî w = aba ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨

w = (ab)a = a(ba).

Òâåðäæåííÿ

Íåõàé A � àëôàâiò. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ êîäîì íàä
A, òî Xn ¹ êîäîì íàä A äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðèêëàä

Íàä àëôàâiòîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè a, íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ îäíîòî÷êîâîþ òà
âiäìiííîþ âiä îäèíèöi 1 âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {aa, baa, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {a, ab, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} íå ¹ êîäîì, îñêiëüêè
ñëîâî w = aba ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨

w = (ab)a = a(ba).

Òâåðäæåííÿ

Íåõàé A � àëôàâiò. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ êîäîì íàä
A, òî Xn ¹ êîäîì íàä A äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðèêëàä

Íàä àëôàâiòîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè a, íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ îäíîòî÷êîâîþ òà
âiäìiííîþ âiä îäèíèöi 1 âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {aa, baa, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {a, ab, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} íå ¹ êîäîì, îñêiëüêè
ñëîâî w = aba ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨

w = (ab)a = a(ba).

Òâåðäæåííÿ

Íåõàé A � àëôàâiò. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ êîäîì íàä
A, òî Xn ¹ êîäîì íàä A äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðèêëàä

Íàä àëôàâiòîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè a, íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗ ¹ êîäîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ îäíîòî÷êîâîþ òà
âiäìiííîþ âiä îäèíèöi 1 âiëüíîãî ìîíî¨äà a∗.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {aa, baa, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ êîäîì.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíà X = {a, ab, ba} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} íå ¹ êîäîì, îñêiëüêè
ñëîâî w = aba ìà¹ äâi ðiçíi ôàêòîðèçàöi¨

w = (ab)a = a(ba).

Òâåðäæåííÿ

Íåõàé A � àëôàâiò. ßêùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ êîäîì íàä
A, òî Xn ¹ êîäîì íàä A äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî öiëîãî ÷èñëà n.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗

íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Öå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå òàêié óìîâi:
ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî

x 6 x′ =⇒ x = x′, (2)

äëÿ âñiõ x, x′ ∈ X, Öå ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè òàê: äîâiëüíi äâà ðiçíè
åëåìåíòè ìíîæèíè X ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè â ïðåôiêñíîìó ïîðÿäêó.

Áåçïîñåðåäíüî ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî ïðåôiêñíà ìíîæèíà X, ÿêà
ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîðîæíüîãî ñëîâà. Ñóôiêñíi
ìíîæèíè âèçíà÷àþòüñÿ ñèìåòðè÷íèì ÷èíîì. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñóôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹
âëàñíèì ñóôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ íàçèâà¹òüñÿ áiôiêñíîþ, ÿêùî âîíà îäíî÷àñíî ¹ ïðåôiêñíîþ òà
ñóôiêñíîþ. Î÷åâèäíî, ùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñóôiêñíîþ
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ îáåðíåíà ìíîæèíà X̃ ¹ ïðåôiêñíîþ.

Òâåðäæåííÿ

Êîæíà ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ X 6= {1} ¹ êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗

íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Öå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå òàêié óìîâi:
ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî

x 6 x′ =⇒ x = x′, (2)

äëÿ âñiõ x, x′ ∈ X, Öå ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè òàê: äîâiëüíi äâà ðiçíè
åëåìåíòè ìíîæèíè X ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè â ïðåôiêñíîìó ïîðÿäêó.

Áåçïîñåðåäíüî ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî ïðåôiêñíà ìíîæèíà X, ÿêà
ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîðîæíüîãî ñëîâà. Ñóôiêñíi
ìíîæèíè âèçíà÷àþòüñÿ ñèìåòðè÷íèì ÷èíîì. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñóôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹
âëàñíèì ñóôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ íàçèâà¹òüñÿ áiôiêñíîþ, ÿêùî âîíà îäíî÷àñíî ¹ ïðåôiêñíîþ òà
ñóôiêñíîþ. Î÷åâèäíî, ùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñóôiêñíîþ
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ îáåðíåíà ìíîæèíà X̃ ¹ ïðåôiêñíîþ.

Òâåðäæåííÿ

Êîæíà ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ X 6= {1} ¹ êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Íåõàé A � äîâiëüíèé àëôàâiò. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗

íàçèâà¹òüñÿ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹ âëàñíèì
ïðåôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Öå îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå òàêié óìîâi:
ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ïðåôiêñíîþ, ÿêùî

x 6 x′ =⇒ x = x′, (2)

äëÿ âñiõ x, x′ ∈ X, Öå ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè òàê: äîâiëüíi äâà ðiçíè
åëåìåíòè ìíîæèíè X ¹ íåïîðiâíÿëüíèìè â ïðåôiêñíîìó ïîðÿäêó.

Áåçïîñåðåäíüî ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî ïðåôiêñíà ìíîæèíà X, ÿêà
ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîðîæíüîãî ñëîâà. Ñóôiêñíi
ìíîæèíè âèçíà÷àþòüñÿ ñèìåòðè÷íèì ÷èíîì. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî
ìîíî¨äà A∗ íàçèâà¹òüñÿ ñóôiêñíîþ, ÿêùî æîäåí åëåìåíò ìíîæèíè X íå ¹
âëàñíèì ñóôiêñîì iíøîãî åëåìåíòà ç X. Ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà
A∗ íàçèâà¹òüñÿ áiôiêñíîþ, ÿêùî âîíà îäíî÷àñíî ¹ ïðåôiêñíîþ òà
ñóôiêñíîþ. Î÷åâèäíî, ùî ïiäìíîæèíà X âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ ñóôiêñíîþ
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ îáåðíåíà ìíîæèíà X̃ ¹ ïðåôiêñíîþ.

Òâåðäæåííÿ

Êîæíà ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ X 6= {1} ¹ êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðåôiêñíèì êîäîì (ñóôiêñíèì êîäîì, áiôiêñíèì êîäîì) íàçèâà¹òüñÿ
ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ, ÿêà ¹ êîäîì, òîáòî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä {1}.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè ¹ áiôiêñíi. Ìíîæèíè X = {a, ba} i Y = {a, ab} íàä
àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ïðåôiêñíèì òà ñóôiêñíèì êîäàìè, âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíè X = a∗ba i Y = {anbn : n > 0} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹
ïðåôiêñíèìè, à îòæå ¹ ïðåôiêñíèì êîäàìè. Ìíîæèíà Y ¹ ñóôiêñíîþ, à
îòæå ¹ áiôiêñíîþ, àëå ìíîæèíà X íå ¹ ñóôiêñíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹,
ùî iñíóþòü íåñêií÷åííi (ïðåôiêñíi, ñóôiêñíi òà áiôiêñíi) êîäè íàä
ñêií÷åííèì àëôàâiòîì.

Ïðèêëàä

Êîä Ìîðçå (àçáóêà Ìîðçå) îòîòîæíþ¹ ç êîæíèì àëôàâiòíî-öèôðîâèì
ñèìâîëîì ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê i òèðå. Íàïðèêëàä, ëiòåðà A êîäó¹òüñÿ �·−�,
à P êîäó¹òüñÿ � · − −·�. ßêùî êîæíå êîäîâå ñëîâî çàâåðøó¹òüñÿ äîäàòêîâèì
ñèìâîëîì (çàçâè÷àé ïðîáiëîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �ïàóçà'), êîä Ìîðçå ñòà¹
ïðåôiêñíèì êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðåôiêñíèì êîäîì (ñóôiêñíèì êîäîì, áiôiêñíèì êîäîì) íàçèâà¹òüñÿ
ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ, ÿêà ¹ êîäîì, òîáòî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä {1}.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè ¹ áiôiêñíi. Ìíîæèíè X = {a, ba} i Y = {a, ab} íàä
àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ïðåôiêñíèì òà ñóôiêñíèì êîäàìè, âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíè X = a∗ba i Y = {anbn : n > 0} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹
ïðåôiêñíèìè, à îòæå ¹ ïðåôiêñíèì êîäàìè. Ìíîæèíà Y ¹ ñóôiêñíîþ, à
îòæå ¹ áiôiêñíîþ, àëå ìíîæèíà X íå ¹ ñóôiêñíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹,
ùî iñíóþòü íåñêií÷åííi (ïðåôiêñíi, ñóôiêñíi òà áiôiêñíi) êîäè íàä
ñêií÷åííèì àëôàâiòîì.

Ïðèêëàä

Êîä Ìîðçå (àçáóêà Ìîðçå) îòîòîæíþ¹ ç êîæíèì àëôàâiòíî-öèôðîâèì
ñèìâîëîì ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê i òèðå. Íàïðèêëàä, ëiòåðà A êîäó¹òüñÿ �·−�,
à P êîäó¹òüñÿ � · − −·�. ßêùî êîæíå êîäîâå ñëîâî çàâåðøó¹òüñÿ äîäàòêîâèì
ñèìâîëîì (çàçâè÷àé ïðîáiëîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �ïàóçà'), êîä Ìîðçå ñòà¹
ïðåôiêñíèì êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðåôiêñíèì êîäîì (ñóôiêñíèì êîäîì, áiôiêñíèì êîäîì) íàçèâà¹òüñÿ
ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ, ÿêà ¹ êîäîì, òîáòî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä {1}.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè ¹ áiôiêñíi. Ìíîæèíè X = {a, ba} i Y = {a, ab} íàä
àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ïðåôiêñíèì òà ñóôiêñíèì êîäàìè, âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíè X = a∗ba i Y = {anbn : n > 0} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹
ïðåôiêñíèìè, à îòæå ¹ ïðåôiêñíèì êîäàìè. Ìíîæèíà Y ¹ ñóôiêñíîþ, à
îòæå ¹ áiôiêñíîþ, àëå ìíîæèíà X íå ¹ ñóôiêñíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹,
ùî iñíóþòü íåñêií÷åííi (ïðåôiêñíi, ñóôiêñíi òà áiôiêñíi) êîäè íàä
ñêií÷åííèì àëôàâiòîì.

Ïðèêëàä

Êîä Ìîðçå (àçáóêà Ìîðçå) îòîòîæíþ¹ ç êîæíèì àëôàâiòíî-öèôðîâèì
ñèìâîëîì ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê i òèðå. Íàïðèêëàä, ëiòåðà A êîäó¹òüñÿ �·−�,
à P êîäó¹òüñÿ � · − −·�. ßêùî êîæíå êîäîâå ñëîâî çàâåðøó¹òüñÿ äîäàòêîâèì
ñèìâîëîì (çàçâè÷àé ïðîáiëîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �ïàóçà'), êîä Ìîðçå ñòà¹
ïðåôiêñíèì êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Ïðåôiêñíèì êîäîì (ñóôiêñíèì êîäîì, áiôiêñíèì êîäîì) íàçèâà¹òüñÿ
ïðåôiêñíà (ñóôiêñíà, áiôiêñíà) ìíîæèíà ñëiâ, ÿêà ¹ êîäîì, òîáòî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä {1}.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè ¹ áiôiêñíi. Ìíîæèíè X = {a, ba} i Y = {a, ab} íàä
àëôàâiòîì A = {a, b} ¹ ïðåôiêñíèì òà ñóôiêñíèì êîäàìè, âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä

Ìíîæèíè X = a∗ba i Y = {anbn : n > 0} íàä àëôàâiòîì A = {a, b} ¹
ïðåôiêñíèìè, à îòæå ¹ ïðåôiêñíèì êîäàìè. Ìíîæèíà Y ¹ ñóôiêñíîþ, à
îòæå ¹ áiôiêñíîþ, àëå ìíîæèíà X íå ¹ ñóôiêñíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹,
ùî iñíóþòü íåñêií÷åííi (ïðåôiêñíi, ñóôiêñíi òà áiôiêñíi) êîäè íàä
ñêií÷åííèì àëôàâiòîì.

Ïðèêëàä

Êîä Ìîðçå (àçáóêà Ìîðçå) îòîòîæíþ¹ ç êîæíèì àëôàâiòíî-öèôðîâèì
ñèìâîëîì ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê i òèðå. Íàïðèêëàä, ëiòåðà A êîäó¹òüñÿ �·−�,
à P êîäó¹òüñÿ � · − −·�. ßêùî êîæíå êîäîâå ñëîâî çàâåðøó¹òüñÿ äîäàòêîâèì
ñèìâîëîì (çàçâè÷àé ïðîáiëîì, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �ïàóçà'), êîä Ìîðçå ñòà¹
ïðåôiêñíèì êîäîì.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Êîä X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî X íå ìiñòèòüñÿ
ÿê âëàñíà ïiäìíîæèíà â æîäíîìó iíøîìó êîäi íàä A, òîáòî ÿêùî

X ⊆ X ′ i X ′ � êîä, òî X = X ′.

Ìàêñèìàëüíiñòü êîäó çàëåæèòü âiä àëôàâiòó íàä ÿêèì âií âçÿòèé. Ñïðàâäi,
ÿêùî X ⊂ A∗ i A ( B, òî X ⊂ B∗ i X, áåçóìîâíî, íå ¹ ìàêñèìàëüíèì íàä
àëôàâiòîì B, íàâiòü ÿêùî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A.
Îçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî êîäó íå äà¹ àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íàì
ïåðåâiðèòè, ùî âií âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè An ¹ ìàêñèìàëüíèìè íàä àëôàâiòîì A.

Òâåðäæåííÿ

Êîæåí êîä X íàä àëôàâiòîì A ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó êîäi íàä A.

Òâåðäæåííÿ

ßêùî M � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî éîãî ìiíiìàëüíà
ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ¹ êîäîì. Íàâïàêè, ÿêùî X ⊆ A∗ ¹
êîäîì, òî ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì i X ¹ éîãî
ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Êîä X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî X íå ìiñòèòüñÿ
ÿê âëàñíà ïiäìíîæèíà â æîäíîìó iíøîìó êîäi íàä A, òîáòî ÿêùî

X ⊆ X ′ i X ′ � êîä, òî X = X ′.

Ìàêñèìàëüíiñòü êîäó çàëåæèòü âiä àëôàâiòó íàä ÿêèì âií âçÿòèé. Ñïðàâäi,
ÿêùî X ⊂ A∗ i A ( B, òî X ⊂ B∗ i X, áåçóìîâíî, íå ¹ ìàêñèìàëüíèì íàä
àëôàâiòîì B, íàâiòü ÿêùî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A.
Îçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî êîäó íå äà¹ àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íàì
ïåðåâiðèòè, ùî âií âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè An ¹ ìàêñèìàëüíèìè íàä àëôàâiòîì A.

Òâåðäæåííÿ

Êîæåí êîä X íàä àëôàâiòîì A ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó êîäi íàä A.

Òâåðäæåííÿ

ßêùî M � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî éîãî ìiíiìàëüíà
ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ¹ êîäîì. Íàâïàêè, ÿêùî X ⊆ A∗ ¹
êîäîì, òî ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì i X ¹ éîãî
ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Êîä X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî X íå ìiñòèòüñÿ
ÿê âëàñíà ïiäìíîæèíà â æîäíîìó iíøîìó êîäi íàä A, òîáòî ÿêùî

X ⊆ X ′ i X ′ � êîä, òî X = X ′.

Ìàêñèìàëüíiñòü êîäó çàëåæèòü âiä àëôàâiòó íàä ÿêèì âií âçÿòèé. Ñïðàâäi,
ÿêùî X ⊂ A∗ i A ( B, òî X ⊂ B∗ i X, áåçóìîâíî, íå ¹ ìàêñèìàëüíèì íàä
àëôàâiòîì B, íàâiòü ÿêùî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A.
Îçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî êîäó íå äà¹ àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íàì
ïåðåâiðèòè, ùî âií âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè An ¹ ìàêñèìàëüíèìè íàä àëôàâiòîì A.

Òâåðäæåííÿ

Êîæåí êîä X íàä àëôàâiòîì A ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó êîäi íàä A.

Òâåðäæåííÿ

ßêùî M � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî éîãî ìiíiìàëüíà
ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ¹ êîäîì. Íàâïàêè, ÿêùî X ⊆ A∗ ¹
êîäîì, òî ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì i X ¹ éîãî
ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Êîäè

Êîä X íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé íàä àëôàâiòîì A, ÿêùî X íå ìiñòèòüñÿ
ÿê âëàñíà ïiäìíîæèíà â æîäíîìó iíøîìó êîäi íàä A, òîáòî ÿêùî

X ⊆ X ′ i X ′ � êîä, òî X = X ′.

Ìàêñèìàëüíiñòü êîäó çàëåæèòü âiä àëôàâiòó íàä ÿêèì âií âçÿòèé. Ñïðàâäi,
ÿêùî X ⊂ A∗ i A ( B, òî X ⊂ B∗ i X, áåçóìîâíî, íå ¹ ìàêñèìàëüíèì íàä
àëôàâiòîì B, íàâiòü ÿêùî âií ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì íàä àëôàâiòîì A.
Îçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî êîäó íå äà¹ àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ íàì
ïåðåâiðèòè, ùî âií âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä

Îäíîðiäíi êîäè An ¹ ìàêñèìàëüíèìè íàä àëôàâiòîì A.

Òâåðäæåííÿ

Êîæåí êîä X íàä àëôàâiòîì A ìiñòèòüñÿ â ìàêñèìàëüíîìó êîäi íàä A.

Òâåðäæåííÿ

ßêùî M � âiëüíèé ïiäìîíî¨ä âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗, òî éîãî ìiíiìàëüíà
ìíîæèíà ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ ¹ êîäîì. Íàâïàêè, ÿêùî X ⊆ A∗ ¹
êîäîì, òî ïiäìîíî¨ä X∗ âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗ ¹ âiëüíèì i X ¹ éîãî
ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî àâòîìàòà

Íåõàé X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Îçíà÷èìî ñïåöiàëüíèé
àâòîìàò A(X) íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñòàíàìè àâòîìàòó A(X) ¹ íåïîðîæíi
ìíîæèíè âèãëÿäó u−1X äëÿ u ∈ A∗. Ïî÷àòêîâèì ñòàíîì ¹ ìíîæèíà
1−1X, à êiíöåâèìè ñòàíàìè ¹ òàêi, ÿêi ìiñòÿòü ïîðîæí¹ ñëîâî. Ôóíêöiÿ
ïåðåõîäó âèçíà÷åíà äëÿ ñòàíó Y = u−1X i ëiòåðè a ∈ A òàê:

Y · a = a−1Y.

Çàóâàæèìî, ùî öèì ìè âèçíà÷èëè ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi
îòðèìó¹ìî

L(A(X)) = X.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî çà iíäóêöi¹þ ìîæíà äîâåñòè ðiâíiñòü X · w = w−1X äëÿ
äîâiëüíîãî ñëîâà w ∈ A∗. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè, ùî

w ∈ L(A(X)) ⇐⇒ 1 ∈ X · w ⇐⇒ 1 ∈ w−1x ⇐⇒ w ∈ X.

Àâòîìàò A(X) ¹ çâåäåíèì. Ñïðàâäi, äëÿ Y = u−1X ìà¹ìî

LY = {v ∈ A∗ : Y · v ∈ T} = {v ∈ A∗ : uv ∈ X} ,

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî LY = Y .
Àâòîìàò A(X) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì àâòîìàòîì ïiäìíîæèíè X ñëiâ
âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗.
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Òâåðäæåííÿ 1

Íåõàé A 6= ∅ i X � ïiäìíîæèíà âiëüíîãî ìîíî¨äà A∗. Òîäi òàêi óìîâè ¹
åêâiâàëåíòíèìè:

(i) ìíîæèíà X ¹ ïðåôiêñíîþ;

(ii) ìiíiìàëüíèé àâòîìàò A(X) àáî ¹ ïîðîæíiì, àáî ìà¹ ¹äèíèé êiíöåâèé
ñòàí t i t ·A = ∅;

(iii) iñíó¹ äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò A = (Q, i, T ), ÿêèé ðîçïiçíà¹ ìíîæèíó
X òàêèé, ùî T ·A = ∅.
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Ëåãêî ïîáóäóâàòè àâòîìàò äëÿ ïðåôiêñíîãî êîäó, ïî÷èíàþ÷è ç ëiòåðíîãî
çîáðàæåííÿ. Öåé àâòîìàò, ÿêèé íàçèâàþòü ëiòåðíèì àâòîìàòîì

ïðåôiêñíîãî êîäó X, ¹ äåòåðìiíîâàíèé àâòîìàò

A = (XA− ∪X, 1, X)

i âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

u · a =

{
ua, ÿêùî ua ∈ XA− ∪X;
∅, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Ïîçàÿê ìíîæèíà XA− ∪X ¹ ïðåôiêñíî çàìêíåíîþ, òî âiäðàçó áà÷èìî,
ùî 1 · u ∈ X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u ∈ X, òîáòî L(A) = X. Íàî÷íå
çîáðàæåííÿ ëiòåðíîãî àâòîìàòà âiäïîâiäà¹, çâè÷àéíî, ëiòåðíîìó
çîáðàæåííþ êîäà.
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ïî-ïåðøå, âñi êiíöåâi ñòàíè ïîìi÷åíi, ñêàæiìî, çà äîïîìîãîþ ìiòêè 0. ßêùî
âñi ìiòêè äî i âèçíà÷åíi, ìè ðîçãëÿäà¹ìî òàêi ïiääåðåâà òàêi, ùî âñi âóçëè,
êðiì êîðåíiâ, ïîçíà÷åíi. Òîäi êîðåíi ïîìi÷åíi îäíàêîâî, ÿêùî (ïîìi÷åíi)
ïiääåðåâà ¹ içîìîðôíèìè. Âçÿâøè ÿê ìiòêè ÿê ñòàíè, îòðèìó¹ìî
ìiíiìàëüíèé àâòîìàò. Ïðîöåäóðà îïèñàíà â íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ.

Îëåã Ãóòiê Êîäè é àâòîìàòè



Âëàñòèâîñòi

Ëiòåðíèé àâòîìàò A ïðåôiêñíîãî êîäó X ¹ âïîðÿäêîâàíèì àâòîìàòîì, àëå
íå ¹ ìiíiìàëüíèì â öiëîìó. Äëÿ íåñêií÷åííèõ êîäiâ âií çàâæäè ¹
íåñêií÷åííèì. Ðîçãëÿíåìî äâà ñòàíè àâòîìàòà A. Åêâiâàëåíòíî
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Íåõàé X = {ab, bab, bb} � êîä íàä àëôàâiòîì A = {a, b}. Êiíöåâi ñòàíè
äåðåâà ¹ íåâiäîêðåìëþâàíèìè. Ñòàíè a òà ba ¹ íåâiäîêðåìëþâàíèìè,
îñêiëüêè a−1X = (ba)−1X = b. Iíøèõ âiäíîøåíü íå iñíó¹. Òàêèì ÷èíîì,
ìiíiìàëüíèé àâòîìàò íàâåäåíî íà ðèñ.
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Ïðèêëàä 4

Ëiòåðíèé àâòîìàò ìíîæèíè X = (b2)∗(a2b ∪ ba) çîáðàæåíî íà
ðèñ.
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Ïðèêëàä 4 (ïðîäîâæåííÿ)

Î÷åâèäíî, ùî êiíöåâi ñòàíè ¹ åêâiâàëåíòíèìè, à òàêîæ òàêèìè ¹
ïîïåðåäíèêè êiíöåâèõ ñòàíiâ i ¨õ ïîïåðåäíèêiâ. Íà ãîëîâíié äiàãîíàëi,
îäíàê, ñòàíè ¹ åêâiâàëåíòíèìè ëèøå ç êðîêîì 2. Öå äà¹ ìiíiìàëüíèé
àâòîìàò êîäó X = (b2)∗(a2b ∪ ba) ç ðèñ.
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Êîäè

Ïiäìíîæèíà P ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ â M , ÿêùî âñi åëåìåíòè
ìíîæèíè M ¹ ïîïîâíþâàëüíèìè â P , òîáòî P ïåðåòèíà¹ âñi (äâîái÷íi)
iäåàëè â ìîíî¨äi M . Î÷åâèäíî, ùî êîæíà íàäìíîæèíà ùiëüíî¨ ìíîæèíè ¹
ùiëüíîþ.
Ïiäìíîæèíà P ìîíî¨äà M , ÿêà íå ¹ ùiëüíîþ, íàçèâà¹òüñÿ òîíêîþ. ßêùî
ïiäìíîæèíà P ¹ òîíêîþ, òî iñíó¹ õî÷à á îäèí åëåìåíò m ó ìîíî¨äi M ,
ÿêèé ¹ íåïîïîâíþâàëüíèì ó P , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà MmM ∩ P = ∅.
Ïiäìíîæèíà P ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ â M , ÿêùî ïiäìîíî¨ä, ùî
ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ P ¹ ùiëüíèì. Êîæíà ùiëüíà ìíîæèíà òàêîæ ¹
ïîâíîþ.

Òåîðåìà

Êîæåí ìàêñèìàëüíèé êîä ¹ ïîâíîþ ìíîæèíîþ.

Òåîðåìà

Êîæåí òîíêèé i ïîâíèé êîä ¹ ìàêñèìàëüíèì.

Òåîðåìà

Íåõàé X � êîä íàä àëôàâiòîì A. Òîäi X ¹ ïîâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
X ¹ ùiëüíèì àáî ìàêñèìàëüíèì.
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Âëàñòèâîñòi

Òâåðäæåííÿ

Êîæåí ðîçïiçíóâàíèé êîä ¹ òîíêèì.

Ïðèêëàä

Êîä X = {anbn : n > 1} ¹ òîíêèì (äëÿ ïðèêëàäó, åëåìåíò ba íå ¹
ìíîæíèêîì êîäó X), àëå êîä X íå ¹ ðîçïiçíóâàíèì.

Òâåðäæåííÿ

Íåõàé X � òîíêà ïiäìíîæèíà âiëüíî¨ íàïiâãðóïè A+. Òîäi òàêi óìîâè ¹
åêâiâàëåíòíèìè:

(i) X ¹ ìàêñèìàëüíèì êîäîì i ¹ áiôiêñíèì;

(ii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì áiôiêñíèì êîäîì;

(iii) X ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðåôiêñíèì êîäîì i ¹ ìàêñèìàëüíèì ñóôiêñíèì
êîäîì;

(iv) X ¹ ïîâíèì çëiâà ïðåôiêñíèì êîäîì;

(iv′) X ¹ ïîâíèì ñïðàâà ñóôiêñíèì êîäîì;

(v) X ¹ ïîâíèì çëiâà i ïîâíèì ñïðàâà êîäîì.
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Óðà!! Çàêií÷èëîñÿ!!!!
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