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Ймовiрнiсть:
iсторична довiдка та базовi формули

З давнiх давен люди грали в азартнi iгри, наприклад, в костi. Граючи самi чи
спостерiгаючи як грає iнша людина, люди намагалися визначити якiсь
закономiрностi гри, знайти “виграшну комбiнацiю” чи “виграшну стратегiю”.

Кiлькiсть рiзних варiантiв при виданнi трьох гральних кубикiв було визначено в
960 р. єпископом Вiболдом з мiста Камбре. Вiн зробив це неправильно. Опис
правильних пiдрахункiв було зроблено в XI ст. лiтописцем Балдерiкусом. Проте
опублiкували його лише у 1615 р.

Розглянемо, для спрощення, один кубик. Кидатимемо його на стiл. При цьому на
верхнiй гранi кубика з’являтимуться позначки i ми кажемо, наприклад, “випало
число три”.

Процес кидання кубика назвемо експериментом, а випадання якогось числа –
елементарною подiєю. В цьому експериментi є шiсть елементарних подiй. Вони
утворюють простiр елеметнарних подiй.

Якщо елементарну подiю “випаде одиниця” схематично записати як “1”, “випаде
двiйка” – як “2”, i т.д., то множина Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} – це простiр елементарних
подiй.

Подiєю назвемо кожну пiдмножину Ω.
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Наприклад, подiю Ω1 = {2, 4, 6} можна словесно описати так: “випаде парне
число”, а подiю Ω2 = {2, 3, 4, 5, 6} – словами “випаде не одиниця”.

Зрозумiло, що якщо вiдбулася подiя Ω1, то вiдбулася i подiя Ω2. Це називатимемо
так: “подiя Ω1 сприяє появi подiї Ω2”.

Появi подiї Ω1 сприяє поява трьох елементарних подiй, а Ω2 – п’ять елементарних
подiй.

Довгий час математики оперували лише поняттям “кiлькiсть сприятливих подiй”.
Лише в працях Я. Бернуллi з’являється поняття ймовiрностi появи подiй як числа
мiж 0 та 1. Цi працi опублiкували в 1713 р. через вiсiм рокiв пiсля смертi Я.
Бернуллi. Проте математикам вони були вiдомi, ще 20 рокiв до того завдяки
листуванню.

Отож, Я. Бернуллi замiсть кiлькостi подiй пропонував оперувати безрозмiрною
величиною – часткою кiлькостей.
Означення. Ймовiрнiстю появи подiї A ⊂ Ω назвемо дрiб:

P (A) =
кiлькiсть елементарних подiй, що сприяють появi А

кiлькiсть всiх елементарних подiй
. (1)
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Означення. Вiдносною частотою появи подiї називають вiдношення кiлькостi m
експериментiв, в яких подiя з’явилася, до загальної кiлькостi n фактично
проведених експериментiв, тобто число

z(A) =
m

n
. (2)

Спiвставляючи означення ймовiрностi i вiдносної частоти, робимо висновок:
означення ймовiрностi не потребує, щоб експерименти вiдбувалися насправдi;
означення ж вiдносної частоти припускає, що експерименти були проведенi
фактично. Iншими словами, ймовiрнiсть обчислюють до дослiду, а вiдносну частоту
– пiсля дослiду.

Тривалi спостереження показали, що якщо в однакових умовах проводять
експерименти, в кожному з яких кiлькiсть випробувань достатньо велика, то
вiдносна частота набуває властивостi стiйкостi. Ця властивiсть полягає в тому, що в
рiзних експериментах вiдносна частота змiнюється мало (тим менше, чим бiльше
проведено випробувань), коливаючись навколо деякого сталого числа. Виявилось,
що це стале число є ймовiрнiстю появи подiї. Таким чином, якщо дослiдним
шляхом встановлена вiдносна частота, то отримане число можна прийняти за
наближене значення ймовiрностi.
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Приклад. За даними шведської статистики, вiдносна частота народження дiвчаток
за 1935 р. по мiсяцях характеризується такими числами (числа розмiщенi в
порядку слiдування мiсяцiв, починаючи з сiчня):

0, 486; 0, 489; 0, 490; 0, 471; 0, 478; 0, 482; 0, 462; 0, 484; 0, 485;

0, 491; 0, 482; 0, 473.

Вiдносна частота коливається навколо числа 0, 482, яке можна взяти за наближене
значення ймовiрностi народження дiвчаток.

Зауважимо, що статистичнi данi рiзних країн дають приблизно таке ж значення
вiдносної частоти цiєї подiї.
Приклад. Багаторазово проводилися дослiди кидання монети, в яких пiдраховували
кiлькiсть появ герба. Результати деяких дослiдiв наведенi в таблицi.

Кiлькiсть кидань Кiлькiсть появи герба Частота

4040 2048 0,5069
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005

Тут вiдноснi частоти незначною мiрою вiдхиляються вiд числа 0,5, причому тим
менше, чим бiльша кiлькiсть експериментiв.
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Дискретнi i неперервнi випадковi величини
та їхнi числовi характеристики

Припустимо ми проводимо експеримент пiд час якого з певною ймовiрнiстю
вiдбувається якась подiя. Iнодi треба описати цю подiю за допомогою якихось
числових характеристик (не ймовiрностi), що не мають до подiї безпосереднього
вiдношення, проте зможуть додатково її характеризувати. Для прикладу
розглянемо експеримент – стрiльбу з гармати по заданiй цiлi. Зрозумiло, що коли
випущений снаряд влучив в цiль, то додатково цю подiю описувати чисельно нема
потреби. Проте коли снаряд не влучив, то для аналiзу цiєї подiї i запобiганню її
виникнення при повторному пострiлi самого поняття ймовiрностi
влучання/невлучання мало. Треба перш за все знати “наскiльки не влучив снаряд”.
Так ми приходимо до поняття випадкової величини. В наведеному прикладi – це
вiдстань вiд точки влучання снаряду до цiлi.

Отже, величина називається випадковою, якщо внаслiдок проведення
експерименту пiд впливом випадкових чинникiв вона набуває того чи iншого
можливого числового значення.
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Для додаткового опису випадкових величин вводять деякi допомiжнi функцiї.
Означення. Функцiю F : R → [0, 1] таку, що

F (x) = P {ξ(ω) < x} := P {ω ∈ Ω | ξ(ω) < x}, x ∈ R,

називають функцiєю розподiлу випадкової величини ξ : Ω → R.
Нехай ξ – випадкова величина (далi для спрощення вважатимемо, що вона

приймає скiнченну кiлькiсть, а саме, k значень),

P {ξ = x
i} = pi , i = 1, k . (3)

Запишемо цей факт у виглядi таблицi

ξ x1 x2 . . . xk

P p1 p2 . . . pk
(4)

Вiдомо, що
m
∑

i=1

pi = 1. (5)

Рiвнiсть (5) називається умовою нормування для дискретної випадкової величини ξ.
Маючи закон розподiлу (4) не складно записати функцiю розподiлу цiєї

випадкової величини. Вона має вигляд

F (x) =
∑

i : x i<x

pi , x ∈ R
m. (6)
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В загальному випадку вiдомо таке: ймовiрнiсть того, що одномiрна випадкова
величина ξ прийме значення з деякої множини A ⊂ R

1 обчислюється так

P {ξ ∈ A} := P {ω | ξ(ω) ∈ A} =

∫

A

dF (x), (7)

де присутнiй тут iнтеграл є iнтегралом Стiльтьєса.
Означення. Випадковий вектор ξ : Ω → R

m називається неперервною випадковою
величиною (має неперервний розподiл), якщо iснує щiльнiсть ймовiрностi
(щiльнiсть розподiлу) – така невiд’ємна функцiя q : R → R, що

∀ A ⊂ R : P {ξ ∈ A} =

∫

A

q(x) dx . (8)

Поєднуючи (7) з (8), отримаємо, що
∫

A
dF (x) =

∫

A
q(x) dx .

Приклад. Проведемо експеримент: з букету бузку навмання вiзьмемо квiточку.
Кiлькiсть пелюсток в нiй – дискретна випадкова величина. Ймовiрнiсть того, що
пелюсток 4 близька до одиницi, що пелюсток 3 або 5 близька до нуля, що пелюсток
менше 3 або бiльше 5 – набагато менше за попередню.
Приклад. Вiдстань вiд точки влучання снаряду до цiлi – це неперервна випадкова
величина. Її значення, взагалi кажучи, може бути довiльним числом з деякого
скiнченного промiжку (a, b). Її щiльнiсть розподiлу подамо пiзнiше.
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Означення. Математичним сподiванням в.в. ξ з таблицi (4) називається вираз

M (ξ) = x
1
p1 + x

2
p2 + . . .+ x

k
pk =

k
∑

i=1

x
i
pi . (9)

Математичне сподiвання приблизно дорiвнює середньому значенню випадкової
величини.
Приклад. Закон розподiлу для виграшу в лотерею задамо таблично:

ξ 1000 100 1 0
P 0,0001 0,001 0,01 0,9889

Знайдiть M ξ.
Математичне сподiвання широко застосовується на практицi, проте не дає

достатньо повної iнформацiї про випадкову величину, бо одному й тому значенню
M (ξ) може вiдповiдати безлiч випадкових величин, якi вiдрiзнятимуться не лише
можливими значеннями, але i характером розподiлу i самою природою можливих
значень.
Приклад. Нехай закони розподiлу випадкових величин ξ i η заданi таблицями

ξ -0,5 -0,1 0,1 0,5
P 0,4 0,1 0,1 0,4

η -100 -80 -10 10 80 100
P 0,1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1

Зрозумiло M (ξ) = M (η) = 0. Отже, два закони розподiлу мають однаковi
математичнi сподiвання, хоча можливi значення для випадкових величин ξ i η
iстотно рiзнi. �
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Iз прикладу бачимо, що в разi рiвностi математичних сподiвань
(M (ξ) = 0 = M (η)) випадковi величини ξ i η мають тенденцiю до коливань
вiдносно M (ξ) = M (η), причому η має бiльший розмах розсiювання вiдносно
M (η), нiж ξ вiдносно M (ξ). Тому математичне сподiвання називають центром
розсiювання. Для вимiрювання розсiювання вводиться числова характеристика, яку
називають дисперсiєю.
Означення. Число

D ξ := M

[

(ξ −M ξ)2
]

= M [ξ2]− (M ξ)2 (10)

називається дисперсiєю, а число

σ(ξ) =
√

D ξ (11)

– середньоквадатичним вiдхиленням випадкової величини ξ.
Якщо випадкова величина ξ має закон розподiлу (4), то формула (10) набуде

вигляду

D ξ :=
k

∑

i=1

(x i −M ξ)2 pi . (12)
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Введенi величини мають чiткий фiзичний змiст. Для iлюстрацiї розмiстимо на
прямiй OX в точках x1 < . . . < xk точковi маси p1, . . . , pk , якi задовольняють умову
(5). Тодi M ξ – координати центру мас цiєї системи точок, тобто мiсце, навколо
якого групуються маси. σ(ξ) – це степiнь розсiяння pi навколо M ξ.

Для неперервної, одномiрної випадкової величини ξ зi щiльнiстю розподiлу q

F (x) =

x
∫

−∞

q(x) dx , x ∈ R
1,

M ξ =

+∞
∫

−∞

x q(x) dx , D ξ =

+∞
∫

−∞

x
2
q(x) dx − (M ξ)2. (13)
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Класичнi приклади випадкових величин

Розглянемо випадковi величини з якими стикатимемося далi.
Означення. Одномiрна (дискретна) випадкова величина ξ має рiвномiрний
дискретний розподiл з параметром N ∈ N, якщо

P {ξ = k} =
1

N
, k = 1,N. (14)

Приклад. З формул (9), (12) знайдiть: M ξ, D ξ, σξ.
Означення. Одномiрна (дискретна) випадкова величина ξ має розподiл Пуасона з
параметром λ > 0 (писатимемо при цьому ξ ∈ Πλ), якщо

P {ξ = k} =
λk

k!
e
−λ, k ∈ N ∪ {0}. (15)

Приклад. Переконайтеся, що якщо ξ ∈ Πλ, то:

M ξ = λ; D ξ = λ. σξ =
√
λ.
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Означення. Одномiрна випадкова величина ξ називається рiвномiрно розподiленою
по iнтервалу (a, b), якщо щiльнiсть її розподiлу має вигляд

q(x) =

{

1
b−a

, x ∈ (a, b),

0, x /∈ (a, b).
(16)

Функцiя розподiлу цiєї величини має вигляд

F (x) =







0, x ≤ a,
x−a

b−a
, x ∈ (a, b],

1, x > b.

Приклад. Якщо випадкова величина ξ рiвномiрно розподiлена на (a, b), то з
формул (13) матимемо таке:

M ξ =
a + b

2
(середина вiдрiзка);

D ξ =
(b − a)2

12
,

а тому σ(ξ) = b−a

2
√

3
(тут b − a – довжина вiдрiзка). �
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Означення. Випадкова величина ξ називається стандартно нормально розподiленою
(писатимемо при цьому ξ ∈ N(0, 1)), якщо щiльнiсть її розподiлу має вигляд

ϕ(x) =
1√
2π

e
− x

2

2 , x ∈ R. (17)

Графiком ϕ є крива Гауса:

Приклад. Якщо ξ ∈ N(0, 1), то з формул (13) матимемо таке:

M ξ = 0, D ξ = 1,

а тому σ(ξ) = 1. �
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Означення. Одномiрна випадкова величина η називається нормальною
(гаусофською) з параметрами a ∈ R, σ2 > 0 (писатимемо при цьому ξ ∈ N(a, σ2)),
якщо її щiльнiсть має вигляд

q(x) =
1√
2πσ

e
−

(x−a)2

2σ2 , x ∈ R. (18)

Приклад. Якщо η ∈ N(a, σ2), то

M η = a, D η = σ2, σ(η) = σ.

Для нормально розподiленої випадкової величини η дiє “правило трьох σ”:

P {|η −M η| ≤ 3σ} ≈ 0, 9973.

Тому на практицi часто нехтують виходом випадкової величини за дiапазон
|η −M η| ≤ 3σ.

Виявляється, що нормальний розподiл рiзних величин часто зустрiчається в
природi. Так розмiри органiв тварин певного вiку пiдпорядковуються нормальному
розподiлу (Кетле Л.А. (1796-1874)), вiдхилення снаряду вiд цiлi – теж нормально
розподiлена випадкова величина.
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THE END
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